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Exercice 1 : Couplage quadratique et coordonnées normales

(a)

Trouver les moments conjugués p, et p,. Ecrire les équations de Hamilton pour (2,9, Dz, Dy) €t
montrer que c’est un systéme de quatre équations différentielles couplées.

On commence par écrire le Lagrangien a partir de I’énergie cinétique et potentielle :

m

Les moments conjugués sont
oL ) oL ) @)
= — =mz = — =my.
Le Hamiltonien s’obtient par transformation de Legendre :
pi 1
. . 2
H(w,y,p2,py) = pei +py = L= 5=+ o5+ k(z —y)*. (3)
On peut ainsi écrire les équations de Hamilton
OH OH
p=ot =t g=o- =122, (4)
Op, m dpy, m
. OH . OH
pe= =S = ~2h(z—y), by ==, = +2(— ). (5)

On voit que les quatre variables sont couplées. Le couplage est plus évident en écrivant les
équations de mouvement pour x et y. En éliminant p, et p, :

mi = —2k(z — y), (6)
my = +2k(x — y), (7)

soit un systéme manifestement couplé par la combinaison (z — y).

Trouver une transformation canonique a des nouvelles coordonnées u = u(x,y) et v = v(x,y),
de maniére a découpler les degrés de liberté (u, p,) et (v, py). On appelle ces coordonnées «
normales ».
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D’aprés la forme du potentiel V = k(z —y)?, on est naturellement amené & considérer les com-
binaisons symétriques et antisymétriques des coordonnées x et y. On définit donc les nouvelles
coordonnées
y Ty v=""Y (8)
V2 V2

Pour calculer les moments conjugués p, et p,, on utilise la définition générale

oL oL

On exprime d’abord @ et v en fonction de & et ¥ :
. T+y . T—y
U = , V= . 10
7 7 (10)

On peut inverser ce systéme pour obtenir

U+ U—0

€r =

&
-
5

On remplace dans le Lagrangien :

ce qui donne

L(u,v,1,0) = %(iﬂ—u‘?) — 2k 2. (13)

On calcule les moments conjugués :

_OL _ oL _
Toa " Pv="90 =

On voit que ce Lagrangien ne dépend pas de u et que donc le moment conjugué p,, sera conservé.
Ceci indique déja que les degrés de liberté seront découplés.

Exprimer le Hamiltonien en fonction des coordonnées normales (u, v, py, py) et montrer que la
transformation est en effet canonique.

Le Hamiltonien s’obtient par transformation de Legendre :

2

2m 2

+ 2% 4 2k (15)

H(U,’U,pu,pv) =Py + Py — L = =

On remarque que le Hamiltonien est la somme de deux termes indépendants, 'un ne dépendant
que de (u,p,) et Pautre que de (v, p,). Ainsi, les degrés de liberté sont bien découplés.

Pour montrer que la transformation est canonique, on peut vérifier les crochets de Poisson
fondamentaux. Cependant, une maniére plus simple est de vérifier que le Hamiltonien conserve
sa forme sous la transformation. En effet, on a

2 2
. . Dy Y2y 2
H = —L=_"+ " 4 k(r— 16
(@, Y, Py Py) = P + DyY o T 5 T (z —y), (16)
et
) ) p2 p2 )

H(uavapuapv):puu"‘pvv_L:iu"‘iv—{—Qk’U . (17)

2m  2m



En remplacant u et v par leurs expressions en fonction de x et y, on obtient
H(u(x,y), U(x7y))pu(x7y)’pv(x7y)) = Z(x + y)2 + Z(:’U - y)2 + k (l‘ - y) ’

m . .
= 5(1‘2 +9%) + k(z — y)?,

= H(xayvprvpy)‘

Ainsi, le Hamiltonien conserve sa forme sous la transformation, ce qui prouve que la transfor-
mation est canonique.

(d) Ecrire les équations de Hamilton et trouver la solution dans le cas général.

Les équations de Hamilton découplées sont

OH OH
a= 22 _Pu p=m = (18)
apu m 8pv m
OH oOH
), = ——— = () Dy = ——— = —4kwv. 19
Du ou > Do o v ( )
On peut résoudre ces équations séparément pour les deux modes. Pour le mode u :
U= &, Pu=0 = u(t)=wuo+ Puby (translation uniforme, p, constant).  (20)
m m
Pour le mode v :
0= &, py=—4kv = P +wlv=0, v(t)= Acos(w,t+ p), (21)
m
avec wy = 2¢/k/m.
En revenant a (x,y), on a
u(t) +v(t u(t) —v(t
ot = WOy MO o) (22)

\/§ )

montrant explicitement la superposition d’une translation commune et d’une oscillation relative
en opposition de phase.

Exercice 2 : L - H

Pour obtenir ’Hamiltonien, on calcule premiérement les moments conjugués. Si £ = L(q;, ¢;), les
moments sont p; = %' Les relations obtenues doivent étre inversées pour obtenir ¢; = ¢;(pj, q;) et
I’'Hamiltonien est donné par :

H(qi,pi) = ZPiQi(pja aj) — L£(qi, 4 (pj» ;) (13)

1. Le moment conjugué a 6 est pg = mR26, d’ou 6 = mp—f%z,. [’Hamiltonien est donc :

2
1
H(0,pg) = 27729]%2 — imR2w2 sin? 6 + mgR cos 0 (14)

Les équations de Hamilton sont alors :



. H
9_3 Do

~ s 2
ﬁpgaH mR (15)
Py = 50 = mR%w? sin cos § + mgRsin 6
2. Les moments conjugués sont pg = mR20 et Dy = mR?sin? 0 gi.), d'ot § = anG%Q et gZ) = %.
L’Hamiltonien est donc :
2 2
Py Py
H(97 ¢7p97p¢) = 2mR2 + ImR2sin2 0 + ngCOSO (16)
Les équations de Hamilton sont alors :
( 6 — OH  py
- Opp  mR2
y_OH _ _ ps
~ dps  mR%sin’@ (17)
OH 0
Pg=—— = 7&8. 3 pg) + mgRsin 6
00  mR2sin® 0
. OH
3. Les moments conjugués sont p; = may et po = mao. L’Hamiltonien est donc :
2 2 k
H(l‘l,l‘z,pl,pz):%+%+§(ﬁ+$%+(fﬂ1—$2)2) (18)
Les équations de Hamilton sont alors :
PR
! oppr m
j: 8H P2
9= — = —
3])2 m
19
‘ 9 o | (19)
=——=—k2x; —x
P o1 1 2
OH
g = ——— = —k(229 —
{ p2 O1s (222 — 1)

4. Les moments conjugués peuvent s’écrire sous la forme :
P mq + mg  mel cos ¢ U
Y= . (20)
Do mal cos ¢ mal? 10)
En inversant la matrice, on trouve :

(m1 + ma)py — mal cos @ py
mal?(my + masin® ¢)

[ py — cosgpy
~I(my + masin? ¢)

et (;.5:

(21)

I’Hamiltonien est donc :



1 mi+mz 5 2c0s¢
H(u, b, pu, po) = 2 T 2.2 20°0 — magl 22
(u, @, pu P¢) 2(mr + ma sin? %) (Pu j 2 ] DPubs maglcos¢p  (22)

Les équations de Hamilton sont alors :

;

. 8£ _ Ipy — cosppy
Ipy  1(my + masin® ¢)
b= ol _ (m1 + ma)py — mal cos ¢ py
Opg mal2(my + mgsin? @) (23)
. 0H
Pu = “ou =0
b0 ) i)

Exercice 3 : Toboggans liés par un ressort

Parameétrisation et notations. Les positions des deux particules sont
ri(0;) = (r cos By, rsinfy, h@l), ra(fy) = (27“ cos By, 2rsinOs, h@g).
On pose A = 6y — #;1. On aura fréquemment besoin de la distance entre les particules,
d=ry—r = (27“00802 —rcosfy, 2rsinfy — rsinfy, h(fy — 91)),

de norme

L(A) = ||d|| = \/7“2 [(2 cos by — cos61)? + (2sinfy — sin01)?| 4+ h2 (0 — 01)? = \/r2(5 —4cosA) 4+ h2A2.
(23)
Pour généralité, on introduit une longueur a vide du ressort ¢y > 0. Le potentiel élastique est alors

V= % (L(A) —60)2. (Le cas fréquent ¢y = 0 s’obtient en la posant nulle dans les formules ci-dessous.)

1. Lagrangien et équations d’Euler—Lagrange
Les vitesses sont

r; = (—rsin@l 91, 7 Ccos 01 91, h@l), Iy = (—2rsin02 92, 27 cos 0o 92, hég),

d’oul _ .
v% = (r2 + hQ)H%, U% = (4r2 + h2)9§.

L’énergie cinétique totale vaut

1 . .
= Jm|(r + W07 + (4r + hZ)eg]



Sous Fy = —mge;, le potentiel de pesanteur est V, = mg(z1 + 22) = mgh(61 + 02). Ainsi le
lagrangien (coordonnées généralisées 61, 603) est

.. 1 . . K
L(01,02,01,02) = Sm|(r* + W07 + (4r% + h2>0§} —mgh(6y + 62) — 5 (L(A) - t)?.

(24)
Notons
ds 2r2sin A + h2A
dA — S(A)
Comme S ne dépend que de A =0y — 61, on a 9y, S = —S'(A), 9y, S = +S5'(A). Les équations
d’Euler-Lagrange s’écrivent alors

S(A) = L(A),  S(A) =

m(r? + h?) 61 +mgh — K (S — £y) S'(A) =0, (25)
m(4r? + h?) O, +mgh + K (S — £o) S'(A) = 0. (26)
. Conservation de I’énergie et expression de I’énergie totale

Comme £ ne dépend pas explicitement du temps, I'énergie mécanique £ = T + V, + V; est
conserveée :

1 . . K dE
E = sm|(r? + W03 + (4% + h2)9§] +mgh(61 +62) + - (S(A) - 0)?, =0
(27)
. Moments conjugués
Par définition,
= — =m(r° + h*)0y, = — =m(4r° + h°)bs. 28
Po = 6 ( )01 Po: = o ( )02 (28)
. Hamiltonien et équations de Hamilton
En inversant (28) :
p91 A p92

O = m(r? + h?)’ b2 = m(4r2 + h2)’

Le Hamiltonien H =}, pgiéi — L =T+ V,; + V; s’écrit

Ps, P,
2m(r?2 + h2) = 2m(4r2 + h?)

+ mgh(0y + 62) + %(S(A) —0)*.

H(017 027p917p92) =

(29)
Les équations de Hamilton en découlent :
. OH Do : oH Do
9 = = L 6 — — 2
! dpe,  m(r?+ h?)’ 2 Ope,  m(4r2 + h?)’ (30)
. 0H . OH
Por =~ 5g, = —mgh + K (S — £o) S'(A), pe, = T 00, —mgh — K (S — y) S'(A), (31)

ou l'on a utilisé dp, S = —S5'(A), 9g, S = +5'(A). Les équations (30)—(31) sont équivalentes a
(25)-(26).



5. Condition pour des solutions avec 6;(t) = 62(¢) pour tout ¢
Imposons 01 (t) = 02(t) = 6(t). Alors A = 0 pour tout ¢, et, d’apres (23), S(0) = /r2(b—4) =r
tandis que

, _2r2sin0—|—h2~0
S'(0) = 500)

Les termes de couplage ressort dans (25)—(26) s’annulent donc pour toute valeur de £y. Les
deux équations deviennent indépendantes :

=0.

m(r2 4+ h?) 0 + mgh = 0, m(4r? + h2) 6 + mgh = 0.

Pour qu'une méme fonction (t) satisfasse simultanément ces deux équations, il faut et il suffit
que

gh _ gh
24+ h2  4r2 4 h2’
Comme r > 0 et h > 0 par hypothése, on en déduit

La seule possibilité est g = 0. ‘

(Des cas dégénérés non physiques comme r = 0 ou m = 0 sont exclus par I’énoncé; h = 0
annulerait l'effet de la pesanteur mais contredit h > 0.)

6. Expression explicite des solutions synchrones
Lorsque g = 0, les équations d’Euler—Lagrange a A = 0 se réduisent a

mr?+h%)0=0, m(4r’+nr%6=0,

donc

| 01() = 02(t) = 0(t) =wt+0p, w b ER. |

Autrement dit, en apesanteur, toute rotation uniforme commune (ou solution au repos w = 0)
est une solution synchrone; le ressort n’exerce aucun couple « de déphasage » & A = 0 car

S’(0) = 0.
Remarques.

— La valeur de £y n’a pas d’influence sur la condition d’existence des solutions 61 = 69
puisque le terme de ressort est proportionnel a S’(A) et s’annule pour A = 0.

— En dehors du cas g = 0, il n’existe pas de solutions exactement synchrones 6; = 6 pour
tout t.



